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論 文 要 旨 
 
 本論文ではshadow-complexityと呼ばれる4次元多様体の複雑さに着目したコルクの存在性に関して
論ずる．また，エキゾチックな 4 次元多様体に対する shadow-complexity について，様々な場合で考察
を行う．とくに F. Costantino の唱えた問題 (後記 Question 1) について，考慮すべき新たな問題点を
加え，そのいくつかに部分的あるいは完全な解答を与える． 
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 本論文では断らない限り多様体は滑らか，連結，コンパクト，そして向き付けられているとする．ま
た，多様体の間の写像も滑らかであるとする． 
 単連結閉 4次元多様体の位相型はその交叉形式の同型類により完全に決定されることはよく知られて
いる．しかし，微分同相類の分類は非常に難しく，解決には程遠い．そのため，4 次元トポロジーでは
与えられた 4次元多様体に対して何らかの操作を施しエキゾチックな別の多様体を構成することができ
るかという問題が重要であり，具体例をいかに多く得るかが近年のひとつのテーマにもなっている．そ
のような問いに初めて例を与えたのが S. Akbulut で，後に R. Matveyev らによって一般化されたその
概念はコルクと呼ばれる．可縮な 4 次元多様体 𝐶𝐶 に対して，𝐶𝐶 全体の自己微分同相写像に拡張できな
いような境界の対合が存在するとき，𝐶𝐶 をコルクと呼ぶ．R. Matveyev らが示したのは，単連結閉 4 次
元多様体 𝑀𝑀 にエキゾチックな多様体 𝑀𝑀′ が存在するとき，あるコルクに沿った 𝑀𝑀 内の手術 (切除と
再接着) によって 𝑀𝑀′ が得られるということである．近年，4 次元トポロジーではこのコルクが盛んに
研究されており，コルクはエキゾチック微分構造の解明の鍵となる非常に重要な対象であると考えられ
ている． 
 上記の R. Matveyev らの定理では先にエキゾチック対が与えられているが，与えられたコルクから常
にエキゾチック対を構成することができるか，という問題は未解決である．この問いを考えるために，
まずはコルクの性質や適切なクラスを詳しく捉えることが重要だが，コルクは可縮であるため多くの古
典的な不変量は自明となりうまく機能しない．そこで，本研究では shadow-complexity と呼ばれる 4
次元多様体の一種の複雑さに着目する． 
 4次元多様体 𝑀𝑀 に局所平坦かつproperに埋め込まれた simple polyhedron 𝑋𝑋 について，𝑀𝑀 が 𝑋𝑋 に
縮約するとき，𝑋𝑋 を 𝑀𝑀 のシャドウと呼ぶ．Shadow-complexity はシャドウが持つ真頂点 （true vertex） 
の個数の最小値として定義される 4 次元多様体の一種の不変量である．4 次元多様体  𝑀𝑀  の
shadow-complexity を sc(𝑀𝑀) と表記する．また，各領域が 2 次元円板であるようなシャドウのみで最
小値を取ることで special shadow-complexity を同様に定義し，これを scsp(𝑀𝑀) と表記する． 
Theorem 1. 
Shadow-complexity が 0 であるようなコルクは存在しない． 
Theorem 2. 
Shadow-complexity が 1 であるようなコルクは無限個存在する． 
Theorem 3. 
任意の正の整数  𝑛𝑛  に対して，Mazur 型のコルクの無限族  �𝐶𝐶𝑛𝑛,𝑘𝑘�𝑘𝑘=0∞  であって，不等式 2𝑛𝑛 ≤ scsp(𝐶𝐶𝑛𝑛,𝑘𝑘)  <  𝑂𝑂(𝑛𝑛3/2) が満たされるようなものが存在する． 
 Theorem 2 および Theorem 3 いずれの証明でも，コルクとなる 4 次元多様体を具体的に構成する．
コルクであることは Kirby 図式を用いて証明する．Shadow-complexity の評価には，シャドウの構成と
境界の双曲構造を用いる．また，無限個存在することは境界の Casson 不変量を計算することで示す．
なお，本文では Theorem 3 にある不等式の上からの評価をより具体的に与える．一方，Theorem 1 は
次の Theorem 4 の系として得られる． 
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Theorem 4. 
𝑀𝑀 を 4 次元多様体とする．𝑀𝑀 が非輪状かつ sc(𝑀𝑀) = 0 であることと，𝑀𝑀 が 4 次元球体に微分
同相であることは必要十分である． 
 この Theorem 4 の証明のために，真頂点を持たない任意の非輪状な simple polyhedron は 2 次元円
板に縮約することを示した (Theorem 3.5)．これに加え，シャドウの縮約に関して対応する 4 次元多様
体の微分構造は変化しないという事実 (Theorem 2.7) から Theorem 4 が従う．その補題として，シャ
ドウの部分多面体に対応する 4 次元多様体の部分多様体についての考察も行った (Lemma 2.6.)． 
 次に，エキゾチックな 4 次元多様体の shadow-complexity について考察を行った．4 次元多様体の組 
𝑀𝑀, 𝑀𝑀′  の shadow-complexity は  max{sc(𝑀𝑀), sc(𝑀𝑀′)}  として定義する．また，組の special 
shadow-complexity も同様に定義する．F. Costantino は「閉または境界付き 4 次元多様体のエキゾチ
ック対の (special) shadow-complexity の最小値はいくつか」という問いを唱えた．本論文では更に，
S. Akbulut と D. Ruberman らが定式化した relatively exotic という概念を導入する．境界付き多様体 
𝑀𝑀 に対して，𝑀𝑀 全体の自己同相写像に拡張できるが，どんな自己微分同相写像にも拡張できないよう
な境界の自己同相写像が存在するとき，𝑀𝑀 は relatively exotic であるという．上記の問題は次のように
改められる 
Question 1. 
(1) 閉 4 次元多様体のエキゾチック対の shadow-complexity の最小値はいくつか？ 
(2) 閉 4 次元多様体のエキゾチック対の special shadow-complexity の最小値はいくつか？ 
(3) 境界付き 4 次元多様体のエキゾチック対の shadow-complexity の最小値はいくつか？ 
(4) 境界付き4次元多様体のエキゾチック対のspecial shadow-complexityの最小値はいくつか？ 
(5) Relatively exotic な 4 次元多様体の shadow-complexity の最小値はいくつか？ 
(6) Relatively exotic な 4 次元多様体の special shadow-complexity の最小値はいくつか？ 
 F. Costantino はいくつかの部分的な解答を与えている．今回次のような結果が得られた． 
Theorem 5. 
境界付き 4 次元多様体のエキゾチック対の shadow-complexity の最小値は 0 である． 
Theorem 6. 
境界付き 4 次元多様体のエキゾチック対の special shadow-complexity の最小値は 1 または 2 で
ある． 
 また，Theorem 2 から (5) および (6) の解答は 1 以下であると分かる． 
 Theorem 5 の証明では shadow-complexity 0 を持つエキゾチック対の存在を具体的に示す．Theorem 
6 の証明のために，special shadow-complexity が 0 である境界付き 4 次元多様体の位相型および微分
同相類を分類し，それらの中にエキゾチックな多様体が存在しないことを示した (Theorem 6.5)． 
 Question 1 は最小値についての問いだが，一方で，最大値が存在しないことが Theorem 3 の帰結と
して得られる．具体的に，special shadow-complexity が増大するような境界付き 4 次元多様体のエキ
ゾチック対の族が存在することが示せた (Proposition 6.9)． 
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論文審査の結果の要旨 
 
直江央寛氏は博士論文において，４次元多様体のエキゾチック構造の研究で中心的役割を果
たしている Akbulut の cork について，Turaev の shadow を軸にして研究を進めた．２つの
多様体が同相であるが微分同相でないとき，この多様体の対をエキゾチック対という．歴史的に
は Milnorによるエキゾチック球面の発見に遡るが，その後，４次元多様体においては，1998 年
の Akbulut-Matveyev の論文で，エキゾチック対であるならば，その４次元多様体は cork と呼
ばれるコンパクト部分多様体を含み，その involution により微分構造が変化することが示さ
れている．彼らの論文以降は cork の研究が重要課題となるが，現在は Akbulut らを中心に散
発的に cork が発見されている状態で，包括的な研究には至っていない． 
直江氏は博士課程前期のとき，Turaev の shadow を使って無限個の cork を構成することで，
cork の多面体(polyhedron)による研究という新しい方向性を開拓した．Polyhedron は組み合わ
せ的対象であるため，例えば polyhedron の頂点の数による cork の分類といった研究が可能と
なる．博士課程後期では研究をさらに進め，複雑度が 0 となる corkの非存在や複雑度が無限に
大きい cork の存在を証明した．これらの証明では，４次元多様体を表す Kirby図式とその変形
を記述する Kirby計算はもちろんのこと，Martelli による複雑度 0の polyhedron の詳細な表記
法や， Casson不変量，双曲体積といった低次元トポロジーにおける様々な手法を駆使しており，
研究の手法の幅広さを窺うことができる． 
研究に関して指導教員である私が彼にしたことは shadow を紹介したくらいで，研究の方針，
証明のアイデア，証明の細部などはすべて自力で行っている．国内外の研究集会等で多くの講演
を行い，またそれを機会に多くの研究者と積極的に交流を行い，議論を深めており，自立して研
究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有することを示している． 
以上のことから，提出された博士論文は，博士（理学）の学位論文として合格と認める． 
 
 
